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はじめに

素数 pに対して, kを標数 pの代数的閉体, Gを有限群とする. このとき, k上 Gの群環 kGの両側イデアル

としての直既約分解を
kG = B0 ⊕ B1 ⊕ · · · · · · ⊕ Bn

と書くことにする. このとき, 各 Bi (0 ≤ i ≤ n)をブロックと呼ぶ. Gの k 上の表現を考えることは, kG-加

群を考えることと同値で, 任意の kG-加群M は,

M = M0 ⊕ M1 ⊕ · · · · · · ⊕ Mt (各Mjは直既約)

と同型と順序を除いて一意的に直和分解できる. すなわち, kG-加群を考えるときに重要になるのが直既約加

群である. また, 任意の直既約加群 N に対して, ある i (0 ≤ i ≤ n)がただ一つ存在して, NBi 6= 0, NB` =

0 (` 6= i)を満たす (このとき, N は Bi に属すという. 特に, 自明な kG-加群 kG が属すブロックを主ブロック

という). つまり, kG-加群を考えることは, kGの各ブロック Bi- 加群を考えることに帰着される. さらに, ブ

ロック B はそれの特性を決めると考えられる Gの p-部分群 P を持つ ((kG, kG)-加群としての B の vertex).

これを B の不足群という. 例えば,P = 1のとき, B は単純環になることが知られている.

そこで, この p-部分群 P の型によって, kG の表現を考えるわけだが, より小さい群 H := NG(P ) (上で

も述べたように P = 1 のときは解明しているので, P 6= 1 とする) の表現とはどのくらい似ているのか?

M.Brouéは 1988年に次のような予想を立てた (予想 1.1参照).

P がアーベル群ならば, B と, B のブラウアー対応である H のブロック bは, 導来同値ではないか?

P / H であることで, kH の表現は, kGに比べよくわかっている. さらに, この予想は現在の有限群のモジュ

ラー表現論における様々な予想に関係してくる. それらの点からこの『ブルエ予想』を考えることは大変意味

がある.

このブルエ予想に関しては, Gが p-可解群のとき, Dade[6], Harris-Linckelmann[10] によって, また, P が

巡回群の場合は, Rickard[31], Linckelmann[21] , Rouquier[35], [36, §10]によって解決されている. さらに,

p = 2のとき,B が主ブロックの場合にはすべてのアーベル 2-群 P に対して, 解決されている (奥山哲郎 [27],

Rickard[31], Rouquier[35], [36], Erdmann[7]). そこで, 次に問題になるのが p = 3, P = C3 × C3 の場合であ

る. この場合, B が主ブロックについては, Puig, 奥山哲郎, 脇克志, 工刀刀直子, 宮地兵衛, 越谷重夫らの結果

([26], [30], [28], [18], [20], [14])があり, 最終的には越谷-工刀刀により解決されている ([15]). つまり, 主ブロッ

クに対しては位数 9の基本アーベル群 C3 × C3 を Sylow 3-部分群に持つ (主ブロックの不足群は Sylow p-部

分群であることが知られている [1]) 任意の群でブルエ予想が解決されている. ただし, 有限単純群の分類定理

を用いる. では, B が不足群 P = C3 × C3 を持つ非主ブロックではどうだろう? この場合, 特別な単純群につ

いては越谷-工刀刀-脇 [16], [17]の結果がある. しかし, まだ一般的な解決はされていない. そこでここでは, 不

足群が P = C3 × C3 となる非主ブロックを持つ群として, 位数 2 の巡回群 C2 の PSL(3, 4), A6 それぞれに

よる中心拡大から得られる二つの群 2.PSL(3, 4), 2.A6 について, 『奥山の方法』[26]により, ブルエ予想が成

り立つことを確かめる (2.PSL(3, 4) については, M22 の主ブロックでのブルエ予想に帰着されてしまい, 実

質的には非主ブロックに属する単純加群の Green対応の計算である. 2.A6 については, より一般的なことが

M.Hollowayによって解決されている. それについては [11]を参照されたい).

ここで, 今後特に断りのない記号や定義, 定理については, Alperin[1], 永尾・津島 [24]を参照してほしい.



1 序論

有限群のモジュラー表現論では, ブラウアー (Brauer)が残した古くからのいくつかの重要な問題がある. そ

れらをもとにして, ブルエ (Broué)が 1980年代後半に次のような予想を立てた.

予想 1.1 [4, 6.2 Question] 素数 pに対して, 有限群 Gの p-ブロック Bが不足群 Pをもつとする. このとき,

ブラウアーの第一主定理より, Gにおける Pの正規化群の p-ブロック bで, 同じ不足群をもつものが, ただ一

つ存在する. 特に, Pがアーベル群のとき, Bと bは導来同値になるのではないか?

ここでは, 特別な群として, 3次射影特殊線形群および 6次交代群の中心拡大を考え, これらの群の位数 9の

不足群をもつ非主ブロックに対して, このブルエ予想が成立することを確かめる.

1.1 定義と定理

この節では, この論文を通して必要となる定義と定理を述べる.

1.1.1 導来圏と導来同値

以下, C をアーベル圏とする. また, Aを環とするとき, Mod-Aを A-加群の圏, mod-Aを有限生成 A-加群

の圏, Proj-Aを射影 A-加群の圏, proj-Aを有限生成射影 A-加群の圏とする.

定義 1.2 C の対象と射の列

X : · · ·Xn−1 dn−1

−→ Xn dn

−→ Xn+1 dn+1

−→ · · ·

に対して, すべての nで dndn−1 = 0を満たすとき, X を C 上の複体 という. また, 二つの C 上の複体 X, Y

に対して, C の射の列 f = (fn : Xn → Y n)が, fn+1dn
X = dn

Y fn を満たすとき, f : X → Y を複体の準同型

という. このとき, 対象として C 上の複体, 射としてその間の準同型をとったときの圏を C 上の複体の圏とい
い, C(C) で表す.

C がアーベル圏より, C(C)もアーベル圏になる. また, 複体X = (Xn) が有界 (下に有界, 上に有界)である

とは, |n | À 0(n ¿ 0, n À 0)に対して, Xn = 0であるときにいい, Cb(C) (C+(C), C−(C))で表す.

定義 1.3 X, Y を C 上の複体とし, f, g ∈ HomC(C)(X, Y )とする. このとき, f と g がホモトープ である

とは, 任意の nに対して, sn ∈ HomC(Xn, Y n−1)が存在して, fn − gn = dn−1
Y sn + sn+1dn

X を満たすときに

いい, f ∼ g で表す. また, Ht(X, Y ) := {f : X → Y | f ∼ 0}は HomC(C)(X, Y )のイデアルで, このとき,

対象は C(C), 射は HomC(C)(X, Y )/Ht(X, Y )とする圏をホモトピー圏 といい, K(C)で表す.

一般に, C がアーベル圏としても K(C)はアーベル圏とは限らない. また, Cb(C), C+(C), C−(C)から得ら

れるホモトピー圏をそれぞれ, Kb(C), K+(C), K−(C) で表す.

定義 1.4 k ∈ Zに対して, 関手 [k] : K(C) → K(C)を次のように定める.

対象 : X = (Xn, dn) 7−→ X[k] = (Xn+k, (−1)kdn+k)
射 : f : X → Y 7−→ f [k] : X[k] → Y [k] (f [k]n := fn+k)



また, 次のようにK(C)での三角形 (triangle) とその間の射を定義する.

X → Y → Z → X[1] ,
X → Y → Z → X[1]
f ↓ © g ↓ © h ↓ © f [1] ↓
X ′ → Y ′ → Z ′ → X ′[1]

特に, f, g, hが同型のとき, (f, g, h)を三角形の同型という.

定義 1.5 f ∈ HomC(C)(X, Y )に対して, M(f) ∈ Ob
(
C(C)

)
を次のように定義する.

• M(f)n := Xn+1
⊕

Y n , dn
M(f) :=

(
−dn+1

X 0

fn+1 dn
Y

)

このとき, M(f) を 写像錐 という. また, α(f) : Y → M(f) , α(f)n :=

(
0

idY n

)
, β(f) : M(f) →

X[1] , β(f)n := (idXn+1 , 0)としたとき, X
f→ Y

α(f)→ M(f)
β(f)→ X[1]を標準三角形 (standard triangle) と

いい, ある標準三角形に同型な三角形を正規三角形 (distinguished triangle) という.

定義 1.6 加法的自己同型写像 (平行移動関手)T = [1]をもつアーベル圏 C と次の公理を満たす正規三角形の
族を三角圏という.

(TR0) 正規三角形に同型な三角形は, 正規三角形である.

(TR1) X
id→ X → 0 → X[1]は正規三角形である.

(TR2) 任意の u ∈ HomC(X, Y )に対して, 正規三角形 : X
u→ Y → Z → X[1]が存在する.

(TR3) X
u→ Y

v→ Z
w→ X[1]が正規三角形であることと Y

v→ Z
w→ X[1]

−u[1]→ Y [1]が正規三角形であることは

同値である.

(TR4) 二つの正規三角形 : X
u→ Y → Z → X[1], X ′ u′

→ Y ′ → Z ′ → X ′[1]に対して, 任意の可換図式

X
u→ Y

↓ © ↓
X ′ u′

→ Y ′

はある三角形の射に埋め込める.

(TR5) 次のような正規三角形 : X
u→ Y → Z ′ → X[1], Y

v→ Z → X ′ → Y [1], X
vu→ Z → Y ′ → X[1]に対し

て,次の図形を可換にする正規三角形 : Z ′ → Y ′ → X ′ → Z ′[1]が存在する.

X
u−→ Y −→ Z ′ −→ X[1]

= © v ↓ © ↓ © =

X
vu−→ Z −→ Y ′ −→ X[1]

u ↓ © = © ↓ © ↓
Y

v−→ Z −→ X ′ −→ Y [1]
↓ © ↓ © = © ↓
Z ′ −→ Y ′ −→ X ′ −→ Z ′[1]

定理 1.7 K(C)は三角圏である.

Ob
(
C(C)

)
3 X : · · · −→ Xn−1 dn−1

−→ Xn dn

−→ Xn+1 dn+1

−→ · · · に対して, ι : Ker(dn) → Xn (自然な埋め込

み) とする (アーベル圏 C より kernelと自然な埋め込みが存在する) と, dndn−1 = 0より, dn−1 = ιan−1 と



なる an−1 3 HomC(Xn−1, Ker(dn))が一意的に存在する. このとき, Hn(X) := Coker(an−1) ∈ C (アーベル

圏 C より cokernelと自然な全射が存在する) を X のコホモロジーという.

命題 1.8 f ∈ HomC(C)(X, Y )に対して, ∃!Hn(f) ∈ HomC(Hn(X), Hn(Y ))

証明) ιX : Ker(dn
X) → Xn, ιY : Ker(dn

Y ) → Y n を自然な埋め込み, 上のように定める Xn−1 →
Ker(dn

X), Y n−1 → Ker(dn
Y ) をそれぞれ an−1, bn−1 とする. (dn

Y fn)ιX = fn+1(dn
XιX) = 0 よ

り, φ ∈ HomC(Ker(dn
X), Ker(dn

Y )) が存在して, fnιX = ιY φ. よって, 0 = fndn−1
X − dn−1

Y fn−1 =

fnιXan−1−ιY bn−1fn−1 = ιY φan−1−ιY bn−1fn−1 = ιY (φan−1−bn−1fn−1). したがって, Ker(ιY ) =

0より, φan−1 = bn−1fn−1. ここで, πX : Ker(dn
X) → Coker(an−1), πY : Ker(dn

Y ) → Coker(bn−1)を

自然な全射とすると, πY φan−1 = (πY bn−1)fn−1 = 0. ゆえに, cokernelの定義より, πY φ = Hn(f)πX

となる Hn(f) ∈ HomC(Coker(an−1), Coker(bn−1))が一意的に存在する. ¥

上の Hn(f)がすべての nで同型写像のとき, f は quasi-isomorphism(擬同型)であるという.

定義 1.9 S を C の射の類とし, 各 s : X → Y ∈ S に対して, xs : Y → X をとる. f, g ∈ HomC(M, N)が

同値であるとは,
X

s→ Y
xs→ X ­ X

id→ X , Y
xx→ X

s→ Y ­ Y
id→ Y

を使って, g を f に置き換えることができるときにいう. この関係は明らかに同値関係になる. このとき,

C[S−1] を対象は C の対象を, 射は HomC/ ∼ としてとる. また, L : C → C[S−1] (X 7→ X, f 7→ f̃) (ここ

で, f̃ は f を同値でわったもの)とする.

このとき, 次が成り立つ.

(1) 任意の s ∈ S に対して, L(s)は同型写像である.

(2) 関手 F : C → B (B はアーベル圏)で, s ∈ S ならば, F (s)は同型写像であるとすれば, F = ELとなる

関手 E : C[S−1] → B が一意的に存在する.

証明) (1) L(s)−1 := L(xs)とすればよい.

(2) E : C[S−1] → B (X 7→ F (X), [X
f̃→ Y ] 7→ [F (X)

F (f)→ F (Y )])で定義すればよい. ¥

そこで, C[S−1]を局所化圏, Lを局所関手という.

定理 1.10 K(C)は局所化できる. 特に, S を quasi-isomorphismの類としてとる.

定義 1.11 定理 1.10でK(C)を局所化した圏K(C)[S−1]を C の 導来圏といい, D(C)と表す.

また,Kb(C), K+(C), K−(C)から局所化される圏をそれぞれ Db(C), D+(C), D−(C)で表す.

定義 1.12 A, B を環とする. A と B が導来同値であるとは, 三角圏としての圏同値 Db(mod-A) '→
Db(mod-B)が存在するときにいう.

森田同値と導来同値の関係は次の定理からわかる.

定理 1.13 (Happel)[8, 1.6 Theorem] k を代数閉体, Aを k 上の有限次元自己入射的代数とする. T が A上

の射影生成右加群, B := EndA(T )ならば, Aと Bは導来同値である.

よって, k が代数的閉体, A := kG のブロックのとき, A と B が森田同値ならば, A と B は導来同値であ

る. しかし, 一般に逆は成り立たない (e.g.5次交代群 A5 と 4次交代群 A4 の主ブロック).



定義 1.14 R を環とする. T が R 上の傾斜複体であるとは, T が R 上の有限生成射影加群の有界な複体で,

次の条件を満たすときにいう.

(1) 任意の整数 iに対して, HomDb(R)(T, T [i]) = 0.

(2) add(T ) := {C ∈ Kb(PR) |C|
⊕

T} とすると, add(T ) は三角圏として, Kb(PR) を生成する. ここで,

PR := proj-R, N |M で N はM の直和因子を表す.

また傾斜複体を次のように得ることができる.

定理 1.15 (Rickard) Aは対称基礎代数, 1A =
∑
i∈I

ei を原始べき等元への直交和とする. I0 ⊆ I, i ∈ I に対

して,

P ∗
i :=



−1th 0th

0 → Pi → 0 → 0 (i ∈ I0)

0 → Ri
fi→ Pi → 0 (i 6∈ I0)

ここで, Pi := eiA, fi : Ri

proj.cover
³ eiAeA ↪→ Pi (e :=

∑
i∈I0

ei). このとき, P ∗ :=
⊕

i∈I P ∗
i は傾斜複体にな

る (参照:[22, 4.2]).

次の二つの定理は, 導来同値を見るためにとても有効である.

定理 1.16 (Rickard)[32, Theorem 6.4] k を体, A, B を k 上の有限次元代数とする. このとき, 次は同値で

ある.

(1) K−(Proj-A)とK−(Proj-B)は三角圏として同値である.

(2) Db(Mod-A)と Db(Mod-B)は三角圏として同値である.

(3) Kb(Proj-A)とKb(Proj-B)は三角圏として同値である.

(4) Kb(PA)とKb(PB)は三角圏として同値である.

(5) A上の傾斜複体 TA が存在して, B ' EndDb(Mod-A)(T ).

(6) Db(mod-A)と Db(mod-B)は三角圏として同値である.

定理 1.17 [33, Theorem 3.3] 上の条件の下で, 次は同値である.

(1) Aと B は導来同値である.

(2) 有界な両側 (A, B)-複体 AXB が存在して, −
⊗

A X が同値を与える関手である.

また, 次の公式を使って, 体上の代数の Cartan行列を求めることができる.

定理 1.18 [9, � 1.3, 1.4] k を体とし, Aを k 上の代数とする. また, Q := (Qr)r∈Z, R := (Rs)s∈Z を傾斜

複体の直和因子とすると, 次が成り立つ.

dimkHomDb(mod-A)(Q, R) =
∑
r, s

(−1)r−sdimkHomA(Qr, Rs)

さらに, 導来同値と stable同値の関係は次の定理よりわかる.



定理 1.19 [31, Theorem 2.1] Aを自己入射的代数とする.このとき,

mod-A ' Db(mod-A)/Kb(PA)

は三角圏としての圏同値である.

よって,圏同値の関係は次のようになる.

森田同値⇒ 導来同値⇒ stable同値

1.1.2 加群の諸定理

以下, k を体, Gを有限群とする. また, 考える加群はすべて有限次元とする. この節では, 後に使う加群の

諸定理を述べる.

定理 1.20 (奥山)[25, Lemma 2.2] Q を G の p-部分群, Q に関する G と NG(Q) の間の Green 対応を

f := f
(
G, Q, NG(Q)

)
とする. このとき, S が vertex Qを持ち, 自明な source加群を持つ単純 kG-加群なら

ば, f(S)NG(Q) は単純加群である.

定理 1.21 (Scott)[3, Corollary 3.11.4] X を自明な source 加群を持つ右 kG-加群とすると, X は持ち上げ

可能である. また, Y も自明な source加群を持つ右 kG-加群とし, 対応する指標をそれぞれ χX̂ , χŶ とする

と, dimkHomkG(X, Y ) = (χX̂ , χŶ )G が成り立つ.

定理 1.22 (Robinson)[34, Theorem 10] Gを有限群とし, H を Gの部分群とする. また, S を単純 kG-加

群, T を単純 kH-加群とする. このとき, [P (S) |T ↑G] = [P (T ) |S ↓H ]. ここで, [N |M ]はM の直和因子に

おける N の重複度.

定理 1.23 (Carlson-Benson)[3, Theorem 3.1.9] M, N は kG-加群とする. このとき, 次は同値である.

(1) kG |M ⊗ N (2) N ' M∗, p6 | dimkM

定理 1.24 (Knörr)[13, Corollary 3.7] B を不足群 P を持つ kGのブロックとする. このとき, P がアーベ

ル群ならば, P に属するすべての単純加群の vertexは P である.



2 Green対応

以下, p を素数, k を標数 p の代数的閉体, G を有限群, P は自明な共通部分を持つ (すなわち, 任意の

g ∈ G−NG(P )に対して, P ∩ gPg−1 = 1) Syolw p-部分群とする. また, H := NG(P )とする. このとき, G

と H の間の Green対応は, 次のように定まる ([1, Theorem 10.1]).

M を射影的でない直既約な右 kG-加群として, (G, P, H)に関するM の Green対応を NkH とする. この

とき,
M↓H ' N ⊕ (projective) , N↑G ' M ⊕ (projective)

さらに, B を不足群 P を持つ kGのブロックとすると, Brauerの第一主定理により, 不足群 P を持つ kH

のブロックが一意的に定まり, それを bと表すことにする. このとき, 上の Green対応で, M が B に属すこと

と N が bに属すことは同値である (Brauerの第二主定理).

この節では, char k = 3で, Gが 2.PSL(3, 4), 2.A6 のとき, 非主ブロック B に属する単純加群の P に関す

る Gと H の間の Green対応を求める. 以下, その Green対応を f := f(G, P, H)とする.

2.1 G := 2.PSL(3, 4)

Gの通常指標表は次の通りである (ATLAS)[5].

centralizer 40320 40320 128 128 18 18 32 32 16 16 10 10 10 10 14 14 14 14
class 1A0 1A1 2A0 2A1 3A0 3A1 4A0 4A1 4B 4C 5A0 5A1 5B0 5B1 7A0 7A1 7B0 7B1

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 20 20 4 4 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1

χ3 35 35 3 3 −1 −1 3 3 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

χ4 35 35 3 3 −1 −1 −1 −1 3 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

χ5 35 35 3 3 −1 −1 −1 −1 −1 3 0 0 0 0 0 0 0 0

χ6 45 45 −3 −3 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 b7 b7 −b∗∗7 −b∗∗7

χ7 45 45 −3 −3 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 −b∗∗7 −b∗∗7 b7 b7

χ8 63 63 −1 −1 0 0 −1 −1 −1 −1 −b5 −b5 −b∗5 −b∗5 0 0 0 0

χ9 63 63 −1 −1 0 0 −1 −1 −1 −1 −b∗5 −b∗5 −b5 −b5 0 0 0 0

χ10 64 64 0 0 1 1 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1

χ11 10 −10 2 −2 1 −1 2 −2 0 0 0 0 0 0 b7 −b7 b∗∗7 −b∗∗7

χ12 10 −10 2 −2 1 −1 2 −2 0 0 0 0 0 0 b∗∗7 −b∗∗7 b7 −b7

χ13 28 −28 −4 4 1 −1 0 0 0 0 −b5 b5 −b∗5 b∗5 0 0 0 0

χ14 28 −28 −4 4 1 −1 0 0 0 0 −b∗5 b∗5 −b5 b5 0 0 0 0

χ15 36 −36 4 −4 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

χ16 64 −64 0 0 1 −1 0 0 0 0 −1 1 −1 1 1 −1 1 −1

χ17 70 −70 −2 2 −2 2 2 −2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

χ18 90 −90 2 −2 0 0 −2 2 0 0 0 0 0 0 −1 1 −1 1



ここで, b7 := −1 +
√
−7

2
, b∗∗7 := −1 −

√
−7

2
, b5 := −1 +

√
5

2
, b∗5 := −1 −

√
5

2
である.

通常指標表から簡単にわかるように, Sylow p-部分群 P は基本アーベル群 C3 × C3 で, PSL(3, 4)の Sylow

p-部分群が自明な共通部分をもつことから, P も自明な共通部分を持つ. また, 非主ブロックの不足群の位数

は 9より, 非主ブロックの不足群は P である. このとき, 非主ブロックの分解行列は次のようになることがわ

かっている ([12]).

101 10∗1 61 221 222

χ11 1 0 0 0 0

χ12 0 1 0 0 0

χ13 0 0 1 0 1

χ14 0 0 1 1 0

χ16 1 1 0 1 1

χ17 1 1 1 1 1

また, χi (6 5 i 5 9), χ15, χ18 はすべて射影単純加群である. さらに, P はアーベル群より, 定理 1.24からす

べての単純加群の vertexは P である.

補題 2.1 101, 10∗1 は自明な source加群を持つ.

証明) A6 ⊆ PSL(3, 4) より, N/Z(G) ' A6 となる G の部分群 N が存在する. よって, N ' 2.A6 または

A6×Z(G). しかし, 2.A6は位数 8の元を持つが, Gに位数 8の元はない. したがって, N ' A6×Z(G).

N の通常指標表は次の通り.

1A0 2A0 3A0 3A0 4A0 5A0 5B0 1A1 2A1 3A1 3A1 4A1 5A1 5B1

⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆
centralizer 720 16 18 18 8 10 10 720 16 18 18 8 10 10

class 1a 2a 3a 3b 4a 5a b∗ 1a′ 2a′ 6a 6b 4a′ 10a 10b∗

χ′′
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ′′
2 5 1 2 −1 −1 0 0 5 1 2 −1 −1 0 0

χ′′
3 5 1 −1 2 −1 0 0 5 1 −1 2 −1 0 0

χ′′
4 8 0 −1 −1 0 −b5 ∗ 8 0 −1 −1 0 −b5 ∗

χ′′
5 8 0 −1 −1 0 ∗ −b5 8 0 −1 −1 0 ∗ −b5

χ′′
6 9 1 0 0 1 −1 −1 9 1 0 0 1 −1 −1

χ′′
7 10 −2 1 1 0 0 0 10 −2 1 1 0 0 0

χ′′
8 1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

χ′′
9 5 1 2 −1 −1 0 0 −5 −1 −2 1 1 0 0

χ′′
10 5 1 −1 2 −1 0 0 −5 −1 1 −2 1 0 0

χ′′
11 8 0 −1 −1 0 −b5 ∗ −8 0 1 1 0 b5 ∗

χ′′
12 8 0 −1 −1 0 ∗ −b5 −8 0 1 1 0 ∗ b5

χ′′
13 9 1 0 0 1 −1 −1 −9 −1 0 0 −1 1 1

χ′′
14 10 −2 1 1 0 0 0 −10 2 −1 −1 0 0 0



また, 簡単に確かめられるように, χ′′
8 |χkP

↑G より, χ′′
8 は自明な source加群を持つ. さらに, χ′′

8↑G =

χ11 + χ12 + χ15. もし,

(
101

10∗1

)
となる自明な source 加群を持つ kG-加群が存在するならば, 定理

1.21 より, dimkHomkG

((
101

10∗1

)
,

(
101

10∗1

))
= (χ11 + χ12, χ11 + χ12)G = 2 となり, 矛盾する.

ゆえに, χ′′
8 に対応する単純 kN -加群を Lとすれば, 101 ⊕ 10∗1 |L↑G | kP ↑G となり, 101, 10∗1 は自明な

source加群を持つことがわかる. ¥

定理 1.20と補題 2.1より, f(101), f(10∗1)はともに単純加群で, f(10∗1) = f(101)∗ より, Green対応の単射

性から bに属する単純 kH-加群には自己双対でないものが存在する. このことから次のように H が定まる.

命題 2.2 H ' (C3 × C3) o (C4 o C4)

証明) よく知られているように, H/Z(G) = NG/Z(G)(PZ(G)/Z(G)) ' NPSL(3, 4)(C3 × C3) ' (C3 ×
C3) o Q8. よって, Z(G) / X ⊆ G で, X/Z(G) ' Q8 となる部分群 X が存在する. すなわち,

H/Z(G) = PZ(G)/Z(G) o X/Z(G). したがって, H = P o X. ここで, 上の条件を満たす群は,

C4 o C4 または Q8 × C2. しかし, Q8 × C2 の単純加群はすべて自己双対的であるが, 補題 2.1の後の

ことからこれは矛盾. ゆえに, X ' C4 o C4 となり, H ' (C3 × C3) o (C4 o C4)である. ¥

H の通常指標表は次のようになる.

1A0 3A0 2A0 4A0 4B 4C 1A1 3A1 2A1 4A1 4B 4C

⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆

class 1a0 3a0 2a0 4a0 4b0 4c0 2a1 6a1 2a1 4a1 4b1 4c1

centralizer 144 18 16 8 8 8 144 18 16 8 8 8

χ′
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ′
2 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1

χ′
3 1 1 1 −1 1 −1 1 1 1 −1 1 −1

χ′
4 1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 1

χ′
5 2 2 −2 0 0 0 2 2 −2 0 0 0

χ′
6 8 −1 0 0 0 0 8 −1 0 0 0 0

χ′
7 1 1 1 1 i i −1 −1 −1 −1 −i −i

χ′
8 1 1 1 1 −i −i −1 −1 −1 −1 i i

χ′
9 1 1 1 −1 i −i −1 −1 −1 1 −i i

χ′
10 1 1 1 −1 −i i −1 −1 −1 1 i −i

χ′
11 2 2 −2 0 0 0 −2 −2 2 0 0 0

χ′
12 8 −1 0 0 0 0 −8 1 0 0 0 0

ここで, modZ(G)として, 1a0 = 2a1, 3a0 = 61, 2a0 = 2a1, 4a0 = 4a1, 4b0 = 4b1, 4c0 = 4c1 として書いた.

さらに, H での共役類が上のように G の共役類のそれぞれに含まれている. なぜなら, N 3 (χ11↓H , χ′
7) よ

り, 4B ⊇ 4b0, 4b1, 4C ⊇ 4c0, 4c1. さらに, C4 o C4 :=< b > o < a >とすると, aibj 7→ ai+2jb2i+j は自己

同型写像で, b 7→ a2bに移す. したがって, 4a0 := (b), 4a1 := (a2b)を含む Gの共役類は 4A0, 4A1 のどちら

でもよく, 4A0 ⊇ 4a0, 4A1 ⊇ 4a1 とする. このとき, N 3 (χ17↓H , χ′
7)より, 2A0 ⊇ 2a0 でなければならない.



さらに, このことから H は二つのブロックを持ち, 非主ブロック bの分解行列は次のようになる (特に, H

は可解群より, 簡単に求めることができる).

1x 1∗x 1y 1∗y 22

χ′
7 1

χ′
8 1

χ′
9 1

χ′
10 1

χ′
11 1

χ′
12 1 1 1 1 2

また, Gと H の通常指標表から, (χi, χ′
j↑G)G = (χi↓H , χ′

j)を計算することができ, 次のようになる.

χ1 χ2 χ3 χ4 χ5 χ6 χ7 χ8 χ9 χ10 χ11 χ12 χ13 χ14 χ15 χ16 χ17 χ18

χ′
1 ↑G 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1

χ′
2 ↑G 0 1 2 0 0 0 0 1 1 1

χ′
3 ↑G 0 1 0 2 0 0 0 1 1 1

χ′
4 ↑G 0 1 0 0 2 0 0 1 1 1

χ′
5 ↑G 0 0 0 0 0 2 2 2 2 2

χ′
6 ↑G 0 2 4 4 4 5 5 7 7 7

χ′
7 ↑G 1 1 0 0 1 1 1 1

χ′
8 ↑G 1 1 0 0 1 1 1 1

χ′
9 ↑G 0 0 0 0 1 1 0 2

χ′
10 ↑G 0 0 0 0 1 1 0 2

χ′
11 ↑G 0 0 2 2 0 2 2 2

χ′
12 ↑G 1 1 3 3 4 7 8 10

命題 2.3 b上の直既約な射影加群の Loewy列と Socle列は次のようになる.
1x

22

1y1∗y1∗x
22

1x




1∗x
22

1y1∗y1x

22

1∗x




1y

22

1x1∗x1∗y
22

1y




1∗y
22

1x1∗x1y

22

1∗y




22

1x1∗x1y1∗y
222222

1x1∗x1y1∗y
22


証明) P はH の正規 Sylow p-部分群より, kH-加群 U は rad(U) = rad(U↓P )を満たす. さらに, よく知られ

ているように, 直既約な射影 kP -加群はただひとつで, Loewy列と Socle列は次のようになる.
kP

kP kP

kP kP kP

kP kP

kP





さらに, bの Cartan行列は,
1x 1∗x 1y 1∗y 22

P ′
1x

2 1 1 1 2

P ′
1∗

x
1 2 1 1 2

P ′
1y

1 1 2 1 2

P ′
1∗

y
1 1 1 2 2

P ′
22

2 2 2 2 5

より, 主張が成り立つ. ¥

定理 2.4
f(101) = 1x, f(10∗1) = 1∗x

証明) 補題 2.1 と定理 1.20 より, f(101), f(10∗1) は単純加群. さらに, p.9 の表から, χ11↓H = χ′
7 + χ′

8 +

χ′
12, χ12↓H = χ′

7 + χ′
8 + χ′

12. よって, f(101) = 1x または 1∗x. これは共役類の取り方で変わるから,

f(101) = 1x としてよい. したがって, f(10∗1) = 1∗x. ¥

定理 2.4 から 101↓H = 1x ⊕ P (1∗x), 10∗1↓H = 1∗x ⊕ P (1x). また, p.9 表と定理 1.22 より, 1x↑G =

101 ⊕ P (10∗1) ⊕ χ15 ⊕ χ18, 1∗x↑G = 10∗1 ⊕ P (101) ⊕ χ15 ⊕ χ18.

定理 2.5

f(61) =

 22

1x1∗x
22


証明) p.9の表と B の分解行列より, 61↓H = χ17↓H − χ16↓H = −χ′

9 − χ′
10 + χ′

12 = [1x, 1∗x, 22, 22]. ただ

し, [ ] は組成剰余群列. さらに, HomkH(61↓H , 1x) = HomkG(61, 1x↑G) = 0, HomkH(61↓H , 1∗x) =

HomkG(61, 1∗x↑G) = 0, HomkH(1x, 61↓H) = HomkG(1x↑G, 61) = 0, HomkH(1∗x, 61↓H) =

HomkG(1∗x↑G, 61) = 0. したがって, 定理の主張を得る. ¥

また,主ブロックに属する単純加群について次のことがわかっている. ([12])

[B0(G)の分解行列] , [B0(H)の分解行列]
kG 19 15a 15b 15c

χ1 1 0 0 0 0

χ2 1 1 0 0 0

χ3 1 1 1 0 0

χ4 1 1 0 1 0

χ5 1 1 0 0 1

χ10 0 1 1 1 1

kH 1a 1b 1c 21

χ′
1 1

χ′
2 1

χ′
3 1

χ′
4 1

χ′
5 1

χ′
6 1 1 1 1 2

さらに, 直既約な射影 kG-加群の Loewy列と Socle列は次の通り [37, Theorem 2.2].
kG

1919
kGkGkG15a15b15c

1919
kG




15i

19
kG15j15k

19
15i




19
kGkG15a15b15c

191919
kGkG15a15b15c

19

 ({i, j, k} = {a, b, c})



補題 2.6 次が成り立つ.

(1) 101 ⊗ 10∗1 ' kG ⊕ P (15a) (2) 61 ⊗ 101 ' 15a ⊕ χ7

証明) (1) 定理 1.23より, 101 ⊗ 10∗1 = χ1 + χ3 + χ10 = kG ⊕ P (15a). ここで, P (15a) | 101 ⊗ 10∗1 であるこ

とは次を計算すればよい.

1x↑G ⊗ 10∗1 = 101 ⊗ 10∗1 ⊕ (proj.)

1x↑G ⊗ 10∗1 = (1x ⊗ 10∗1↓H)↑G

= 1x ⊗ 1∗x ⊕ (proj.)

(2) 61 ⊗ 101 = −χ2 + χ3 + χ6 = 15a ⊕ χ7.

補題 2.7 (101 ⊗ 221) · 1B0(G) '


15b

19

15c

または


15c

19

15b

.

証明) 10∗1 ⊗ 15b = −χ11 + χ17 + χ18 = [61, 10∗1, 221, 222] ⊕ χ18. さらに, 補題 2.6 より, HomkG(10∗1 ⊗
15b, 61) = HomkG(15b, 101 ⊗ 61) = 0, HomkG(10∗1 ⊗ 15b, 10∗1) = HomkG(15b, 101 ⊗ 10∗1) = 0.

HomkG(61, 10∗1 ⊗ 15b) = HomkG(101 ⊗ 61, 15b) = 0, HomkG(10∗1, 10∗1 ⊗ 15b) = HomkG(101 ⊗
10∗1, 15b) = 0. よって, top

(
(10∗1 ⊗ 15b)·1B0(G)

)
= 221 かつ soc

(
(10∗1 ⊗ 15b)·1B0(G)

)
= 222 ま

たは top
(
(10∗1 ⊗ 15b)·1B0(G)

)
= 222 かつ soc

(
(10∗1 ⊗ 15b)·1B0(G)

)
= 221. 同様に, top

(
(10∗1 ⊗

15c)·1B0(G)

)
= 221 かつ soc

(
(10∗1 ⊗ 15c)·1B0(G)

)
= 222 または top

(
(10∗1 ⊗ 15c)·1B0(G)

)
= 222 か

つ soc
(
(10∗1 ⊗ 15c)·1B0(G)

)
= 221. さらに, 補題 2.6 より, 10∗1 ⊗ 15b 6' 10∗1 ⊗ 15c. 15b ⊗ 15c =

[kG, 19, 19, 15a, 15a, 15b, 15c]より, HomkG(10∗1⊗15b, 10∗1⊗15c) = HomkG(15b, 101⊗10∗1⊗15c) =

HomkG(15b, 15c ⊗P (15a)) = HomkG(15b ⊗ 15c, P (15a)) 6= 0. ゆえに, 次のどちらか一方が成り立つ.

(i) (10∗1 ⊗ 15b) · 1B0(G) =


221

6110∗1
222

 , (10∗1 ⊗ 15c) · 1B0(G) =


222

6110∗1
221


(ii) (10∗1 ⊗ 15b) · 1B0(G) =


222

6110∗1
221

 , (10∗1 ⊗ 15c) · 1B0(G) =


221

6110∗1
222


ここで, B と bは stable同値より, Ext1B(61, 10∗1) = Ext1b(f(61), 1∗x) = HomkH(Ω(f(61)), 1∗x) = 0よ

り, rad/socがわかる.

さらに, 101 ⊗ 221 = χ2 − χ3 + χ10 + χ6 + χ8 + χ9 = [15b, 15c, 19] ⊕ χ6 ⊕ χ8 ⊕ χ9.

(i)のとき : HomkG(101 ⊗ 221, 15b) = HomkG(221, 10∗1 ⊗ 15b) = 0, dimkHomkG(101 ⊗ 221, 15c) =

dimkHomkG(221, 10∗1 ⊗ 15c) = 1. また, Ext1kG(15i, 15j) = 0
(
{i, j} = {b, c}

)
より,

(101 ⊗ 221)·1B0(G) =

 15c

19
15b

.

(ii)のとき : HomkG(101 ⊗ 221, 15c) = HomkG(221, 10∗1 ⊗ 15c) = 0, dimkHomkG(101 ⊗ 221, 15b) =

dimkHomkG(221, 10∗1 ⊗ 15b) = 1. また, Ext1kG(15i, 15j) = 0
(
{i, j} = {b, c}

)
より,

(101 ⊗ 221)·1B0(G) =

 15b

19
15c

. ¥



また, kGの主ブロックに属する単純加群の Green対応は次のように知られている.

定理 2.8 f(kG) = kH , 15i↓H =


21

kH1i

21

 ⊕ P (1i), 19↓H =


1a1b1c

2121

1a1b1c

 ⊕ P (kH)

ここで, i ∈ {a, b, c}.

このことから, VkG :=


15a15b15c

19 19

15a15b15c

とすると, f(V ) = 21であることがわかる. なぜなら, p.9の表より,

21↑G = χ′
5↑G = 2χ10+2(χ6+χ7+χ8+χ9). さらに, dimkHomkG(21↑G, 15i) = dimkHomkH(21, 15i↓H) =

1, HomkG(21↑G, 19) = HomkH(21, 19↓H) = 0. ここで, i ∈ {a, b, c}. したがって, top(21↑G·1B0(G)) =

15a ⊕ 15b ⊕ 15c. また, dimkHomkG(15i, 21↑G) = dimkHomkH(15i↓H , 21) = 1, HomkG(19, 21↑G) =

HomkH(19↓H , 21) = 0. ここで, i ∈ {a, b, c}. したがって, soc(21↑G·1B0(G)) = 15a ⊕ 15b ⊕ 15c. ゆえ

に, Ext1kG(19, 19) = 0より, 21 の Green対応は V であることがわかる.

補題 2.9 N =

 15i

19
15k ⊕ 15j

となる V の部分加群が存在する. ({i, j, k} = {a, b, c})

証明) 15i | top(V ) より, top(N) = 15i となる V の単純でない部分加群 N が存在する. また, soc(V ) =

15a ⊕ 15b ⊕ 15c より, N の可能性としては 15i

19
15k

 ,

 15i

19
15j

 ,

 15i

19
15k ⊕ 15j



の三通り. もし, N =

 15i

19
15k

ならば, 15i ↪→ V ³ V/N は 0でない単射より, V ′ := (V/N)/15i と

する. V ³ V ′ より, 中山の補題で top(V ′)の直和因子は 15k か 15j で重複はない. また, 15j ⊆ V は

15j 6⊆ N より, 15j ↪→ V ³ V ′ は 0でない単射. したがって, 15j | soc(V ′). しかし, P (15k), P (15j)

より, V ′ =

 15k

19
15j

 ⊕ 15j にならなければいけない. しかし, dimkExt1kG(15i, 15j) = 0 より,

15j ⊕ 15j ⊆ V/N . ゆえに, N ⊆ N ′ ⊆ V で, N ′/N = 15j ⊕ 15j となるものが存在する. したがって,

rad(N) ⊆ rad(N ′) ⊆ N だが, dimkExt1kG(15i, 15j) = 0 より, rad(N ′) =
(

19
15k

)
しかない. よっ

て, N ′/rad(N ′) = 15i ⊕ 15j ⊕ 15j , soc(V ) = 15a ⊕ 15b ⊕ 15c より, N ′ =

 15i15j

19
15k

 ⊕ 15j .

U :=

 15i15j

19
15k

 とする. また, 15k | tap(V ) より, top(M) = 15k となる V の単純でない部分加群

M が存在する. この場合, 上と同様に, M ′ =

 15k15i

19
15j

 ,

 15k15j

19
15i

 ,

 15k

19
15i15j

のいずれか
は存在する. しかし, しずれの場合も, soc(U ∩ M ′) ⊆ soc(U) ∩ soc(M ′) = 0より, U ∩ M ′ = 0. よっ

て, U ⊕ M ′ ⊆ V . したがって, 次元を比べて U ⊕ M ′ = V となり, V が直既約であることに矛盾する.



したがって, V の部分加群 U は存在しない. ゆえに, N も存在しない. 同様に, N =

 15i

19
15j

の場合
も矛盾するので, N =

 15i

19
15k ⊕ 15j

でしかない. ¥

ここで, P (15i)より, 上の N のような加群は同型を除いて一意的に定まることに注意する.

定理 2.10 f の逆写像を g とすると,

g(1y) =

 221

10110∗1
222

 , g(1∗y) =

 222

10110∗1
221



証明) 定理 2.4 より, 1y↑G, 1∗y↑G は top, soc に 101, 10∗1 を持たない. また, B と b は stable 同値より,

Ext1B(101, 10∗1) = Ext1b(1x, 1∗x) = 0. したがって, 題意が成り立つ. ここで, top(g(1y))は共役類の取

り方で変わる. ¥

定理 2.11

f(221) =

 1∗y
22

1y



証明) M := (101 ⊗ 221)·1B0(G) とすると, 補題 2.7 より, M =

 15i

19
15j

 ({i, j} = {b, c}). また, 定

理 2.8 より, P (1b) ⊕ P (1c) ⊕ P (kH) |M↓H . ここで, 補題 2.9 より, N :=

 15j

19
15a15i

 ⊆ V とす

ると, M
inj.hull

↪→ P (15j)
proj.cover

³ N ↪→ V は 0 でない射影準同型. よって, HomkG(M, 21↑G) '
HomkH(M↓H , 21)より, HomkH(M↓H , 21)は 0でない射影準同型を持つ. したがって, P (21) |M↓H .

ゆえに, M の Green対応 f(M)の組成因子はちょうど 3つであることがわかる. ここで, f(221) =: U

とおくと,
1x↑G ⊗ 221 = 101 ⊗ 221 ⊕ (proj.)

= M ⊕ (proj.)

1x↑G ⊗ 221 = (1x ⊗ 221↓H)↑G

= (1x ⊗ U)↑G ⊕ (proj.)

U は直既約より, 1x ⊗U も直既約だから, f(M) = 1x ⊗U . ゆえに, U の組成因子はちょうど 3つより,

U =

 1∗y
22

1y

. ¥

同様に, f(222)について次のことがわかる.

定理 2.12

f(222) =

 1y

22

1∗y





証明) (101 ⊗ 222)·1B0(G) = χ2 − χ3 + χ10 より, 補題 2.7 と同様に, (101 ⊗ 222)·1B0(G) =

 15b

19
15c


または

 15c

19
15b

. さらに, M :=(101 ⊗ 222)·1B0(G)=

 15i

19
15j

 とすると, 定理 2.10 と同

様に, HomkG(M, 21↑G) は 0 でない射影準同型を持つ. したがって, HomkG(M, 21↑G) '
HomkH(M↓H , 21)より, HomkH(M↓H , 21)は 0でない射影準同型を持つ. ゆえに, P (1b) ⊕ P (1c) ⊕
P (kH) ⊕ P (21) |M↓H より, M の Green対応の組成因子はちょうど 3つ. ここで, f(222) =: U とお

くと,
1x↑G ⊗ 222 = 101 ⊗ 222 ⊕ (proj.)

= M ⊕ (proj.)

1x↑G ⊗ 222 = (1x ⊗ 222↓H)↑G

= (1x ⊗ U) ⊕ (proj.)

U は直既約より, 1x ⊗U もまた直既約. よって, f(M) = 1x ⊗U で, U はちょうど 3つの組成因子を持

つ. したがって, 題意が成り立つ. ¥



2.2 G := 2.A6

Gの通常指標表は次の通りである (ATLAS)[5].

centralizer 720 720 8 18 18 18 18 8 8 10 10 10 10
class 1A 2A 4A 3A 6A 3B 6B 8A0 8A1 5A 10A 5B 10B

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 5 5 1 2 2 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0

χ3 5 5 1 −1 −1 2 2 −1 −1 0 0 0 0

χ4 8 8 0 −1 −1 −1 −1 0 0 −b5 −b5 −b∗5 −b∗5

χ5 8 8 0 −1 −1 −1 −1 0 0 −b∗5 −b∗5 −b5 −b5

χ6 9 9 1 0 0 0 0 1 1 −1 −1 −1 −1

χ7 10 10 −2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

χ8 4 −4 0 −2 2 1 −1 0 0 −1 1 −1 1

χ9 4 −4 0 1 −1 −2 2 0 0 −1 1 −1 1

χ10 8 −8 0 −1 1 −1 1 0 0 −b5 b5 −b∗5 b∗5

χ11 8 −8 0 −1 1 −1 1 0 0 −b∗5 b∗5 −b5 b5

χ12 10 −10 0 1 −1 1 −1 r2 −r2 0 0 0 0

χ13 10 −10 0 1 −1 1 −1 −r2 r2 0 0 0 0

通常指標表から簡単にわかるように, Gの Sylow 3-部分群 P は基本アーベル群 C3 ×C3 であることがわかる.

また, よく知られているように, A6 の Sylow 3-部分群は自明な共通部分を持つから, P も自明な共通部分を持

つ. また, 非主ブロックの不足群の位数は 9より, P を不足群に持つことがわかる. このとき, Gの非主ブロッ

ク B の分解行列は次のようになることがわかっている ([12]).

21 22 61 62

χ8 1 1 0 0

χ9 1 1 0 0

χ10 0 1 1 0

χ11 1 0 0 1

χ12 1 1 1 0

χ13 1 1 0 1

さらに, P はアーベル群より, 定理 1.24からすべての単純加群の vertexは P である.

命題 2.13 H ' (C3 × C3）o C8



証明) よく知られているように, H/Z(G) = NA6(PZ(G)/Z(G)) ' (C3 × C3) o C4. よって, Z(G) / X で

X/Z(G) ' C4 となる H の部分群 X が存在し, H = P o X. また, |X| = 8より, X の可能性として

は次の 5通り.

(i) X がアーベル群のとき

1© C8 2© C4 × C2 3© C2 × C2 × C2

(ii) X が非アーベル群のとき

1© D8 2© Q8

しかし, (i) 2©, 3©は Gが位数 2の元を唯一つ持つことに, (ii)は Z(X) = Z(G)となり X/Z(G) = C4

となることに矛盾する. したがって, X = C8 となり, H ' (C3 × C3）o C8 である. ¥

H の通常指標表は次のようになる.

1A 3A 3B 8A0 4A 8A1 2A 6A 6B 8A1 4A 8A0

⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆

centralizer 72 18 18 8 8 8 72 18 18 8 8 8

class 1a 3a 3b 8a0 4a 8a1 2a 6a 6b 8b0 4b 8b1

χ′
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ′
2 1 1 1 −1 1 −1 1 1 1 −1 1 −1

χ′
3 1 1 1 i −1 −i 1 1 1 i −1 −i

χ′
4 1 1 1 −i −1 i 1 1 1 −i −1 i

χ′
5 4 1 −2 0 0 0 4 1 −2 0 0 0

χ′
6 4 −2 1 0 0 0 4 −2 1 0 0 0

χ′
7 1 1 1

1√
2

+
1√
2

i i − 1√
2

+
1√
2

i −1 −1 −1 − 1√
2

− 1√
2

i −i
1√
2

− 1√
2

i

χ′
8 1 1 1 − 1√

2
− 1√

2
i i

1√
2

− 1√
2

i −1 −1 −1
1√
2

+
1√
2

i −i − 1√
2

+
1√
2

i

χ′
9 1 1 1

1√
2

− 1√
2

i −i − 1√
2

− 1√
2

i −1 −1 −1 − 1√
2

+
1√
2

i i
1√
2

+
1√
2

i

χ′
10 1 1 1 − 1√

2
+

1√
2

i −i
1√
2

+
1√
2

i −1 −1 −1
1√
2

− 1√
2

i i − 1√
2

− 1√
2

i

χ′
11 4 1 −2 0 0 0 −4 −1 2 0 0 0

χ′
12 4 −2 1 0 0 0 −4 2 −1 0 0 0

ここで, i :=
√
−1である. また, modZ(G)として, 1a = 2a, 3a = 6a, 3b = 6b, 8a0 = 8b0, 4a = 4b, 8a1 =

8b1 として書いた. さらに, 8ai ⊆ 8Ai, 8bi ⊆ 8Aj ({i, j} = {0, 1})であることは, (χ′
7, χ12↓H)H ∈ N であ

ることよりわかる. また, H は二つのブロックを持ち, 非主ブロック bの分解行列は次のようになる (特に H

は可解群より, 簡単に求めることができる).

1x 1y 1∗x 1∗y

χ′
7 1

χ′
8 1

χ′
9 1

χ′
10 1

χ′
11 1 1 1 1

χ′
12 1 1 1 1



また Gと H の通常指標表より, (χ↓H , χ′)H = (χ, χ′↑G)を計算することができ, 次のようになる.

χ1 χ2 χ3 χ4 χ5 χ6 χ7 χ8 χ9 χ10 χ11 χ12 χ13

χ′
1 ↑G 1 0 0 0 0 1 0

χ′
2 ↑G 0 1 1 0 0 0 0

χ′
3 ↑G 0 0 0 0 0 0 1

χ′
4 ↑G 0 0 0 0 0 0 1

χ′
5 ↑G 0 1 0 1 1 1 1

χ′
6 ↑G 0 0 1 1 1 1 1

χ′
7 ↑G 0 0 0 0 1 0

χ′
8 ↑G 0 0 0 0 0 1

χ′
9 ↑G 0 0 0 0 1 0

χ′
10 ↑G 0 0 0 0 0 1

χ′
11 ↑G 0 1 1 1 1 1

χ′
12 ↑G 1 0 1 1 1 1

定理 2.14

f(21) =
(

1x

1∗x

)
, f(22) =

(
1y

1∗y

)

証明) 上の表より, 21↓H = χ8↓H + χ11↓H − χ13↓H = −χ′
8 − χ′

10 + χ′
12 = [1x, 1∗x]. この組成列は共役類の

取り方によって変わるから, f(21) =

(
1x

1∗x

)
としてよい.

同様に, 22↓H = χ13↓H − χ11↓H = χ′
8 + χ′

10 = [1y, 1∗y]. この組成列も共役類の取り方で変わるから,

f(22) =

(
1y

1∗y

)
としてよい. ¥

また, 上の表と定理 2.14より, f の逆写像を g とすると,

g(1x) =

 61

22

21

 , g(1∗x) =

 21

22

61

 , g(1y) =

 62

21

22

 , g(1∗y) =

 22

21

62


であることがわかる.

命題 2.15 b上の直規約な射影加群の Loewy列と Socle列は次のようになる.
1x

1∗x1y

1∗y1x1∗y
1∗x1y

1x




1∗x
1x1∗y

1y1∗x1y

1x1∗y
1∗x




1y

1∗y1x

1∗x1y1∗x
1∗y1x

1y




1∗y
1y1∗x

1x1∗y1x

1y1∗x
1∗y





証明) bの Cartan行列は次の通り.
1x 1y 1∗x 1∗y

P (1x) 3 2 2 2

P (1y) 2 3 2 2

P (1∗x) 2 2 3 2

P (1∗y) 2 2 2 3

また, f(21)から P (1x)について次のことがわかる.
1x

1∗x m
n 1x n
1∗x m
1x


ここで, {m, n} = {1y, 1∗y} また, p.17 の表と定理 2.14 の後のことより, dimk(f(61)) =

6, top(f(61)) = 1∗x, soc(f(61)) = 1x. さらに, HomkG(P (61), P (62)) = 0で, B と bは stable同値よ

り, 0 = Ext1B(g(1y), 61) = Ext1b(1y, f(61)) = HomkH(1y, Ω−1(f(61))). したがって, n = 1∗y.

また同じように, P (1y)もわかる. ¥

よって, 命題 2.15より, 61 と 62 の Green対応が次のように求まる.

定理 2.16

f(61) =


1∗x

1x1∗y
1y1∗x
1x

 , f(62) =


1∗y

1y1∗x
1x1∗y
1y





3 ブルエ予想

この節では, 『奥山の方法』[26]に従って, 2.PSL(3, 4), 2.A6 の非主ブロックについてブルエ予想が成り立

つことを確かめる. 以下, 記号の取り方は節 2と同じとする.

定義 3.1 B と b がM と N で森田型の stable 同値であるとは, 両側 (B, b)-加群M と両側 (b, B)-加群 N

が存在して,
M ⊗b N = B ⊕ proj.(B, B)-mods (as (B, B)-mods)
N ⊗B M = b ⊕ proj.(b, b)-mods (as (b, b)-mods)

を満たすときにいう. またこのとき,

−⊗B M : mod-B → mod-b
−⊗b N : mod-b → mod-B

は互いに逆の stable加群圏としての圏同値を与える.

さらに, 上の仮定で, 次のことが成り立つ.

定理 3.2 (Linckelmann)[23, Theorem 2.1] M が直既約射影自由ならば,

(i) 任意の単純 B-加群 S に対して, S ⊗B M は直既約加群

(ii) 任意の単純 B-加群 S に対して, S ⊗B M が単純 b-加群ならば,B と bは森田同値.

『奥山の方法』とは次のような段階でブルエ予想の成立を確かめる方法である.

方法 3.3 [奥山の方法 ]

1 単純 B-加群 S の Green対応 Xb をとる.

2 ”上手に” I0 ⊆ I をとり, 定理 1.15 のように傾斜複体 P ∗
1 を作ると, 定理 1.16 より, B1 :=

EndDb(mod-b)(P ∗
1 )

derived equiv.∼ b. そこで, 定義 3.1, 定理 3.2 のように bM1 B1 をとり, X ⊗b M1 =

Y ⊕ (proj.)となる YB1 を計算する.

3 上のとき, 任意の単純 B-加群 S に対して, YB1 が単純加群ならば, 定理 3.2より, B
Morita equiv.∼ B1. よっ

て, B
derived equiv.∼ bを得る.

4 もし, 3©において YB1 が単純加群でないものが存在したら, 2©のことを続ければよい.

5 最終的に任意の SB に対して, 対応する Bi-加群がすべて単純加群ならば, ブルエ予想が成立することが確

かめられる.

しかし, 実際には ”M”を見つけるのが困難である. そこで, 次の定理を適用する.

定理 3.4 [26, Lemma 2.1] Aを対称基礎代数とし, 1A :=
∑
i∈I

ei を原始べき等元の直交和とする. また, 定理

1.15のように得られる Aの傾斜複体を P ∗ とし, a := EndDb(mod-A)(P ∗)とする. また, aのべき等元も ei を

使って表すことにする.

このとき, X を射影的でない直既約 A-加群とし, X ⊗A M = Y ⊕ (proj.) (Y は直既約 a-加群,

M は森田型の stable同値を導く両側 (A, a)-加群)ならば,

(i) X(1 − e) = X のとき, Y (1 − e) = Y . 実際には, 同型 A/AeA ' a/aeaを通して, X = Y .



(ii) soc(X)e = soc(X), i ∈ I0 が存在して, top(X) = Si, Ω(X)e = Si ならば, Y = Si.

ここで, e :=
∑

i∈I0

ei.

さらに, B は対称代数より, 今までの議論を双対的に実行できる.

定理 3.5 [定理 1.15]′Aは対称基礎代数, 1A =
∑
i∈I

ei を原始べき等元への直交和とする. I0 ⊆ I, i ∈ I に対

して,

P ∗
i :=



−1th 0th

0 → 0 → Pi → 0 (i ∈ I0)

0 → Pi
fi→ Qi → 0 (i 6∈ I0)

ここで, Pi := eiA, Ui ⊆ Pi を組成因子 Sk (k 6∈ I0)となる最大の部分加群とし, fi : Pi ³ Pi/Ui
inj.hull

↪→ Qi.

このとき, P ∗ :=
⊕

i∈I P ∗
i は傾斜複体になる.

定理 3.6 [定理 3.4]′ [26, Lemma 2.1′] Aを対称基礎代数とし, 1A :=
∑
i∈I

ei を原始べき等元の直交和とする.

また, 定理 3.5のように得られる Aの傾斜複体を P ∗ とし, a := EndDb(mod-A)(P ∗)とする. また, aのべき等

元も ei を使って表すことにする.

このとき, X を射影的でない直既約 A-加群とし, X ⊗A M = Y ⊕ (proj.) (Y は直既約 a-加群,

M は森田型の stable同値を導く両側 (A, a)-加群)ならば,

(i) X(1 − e) = X のとき, Y (1 − e) = Y . 実際には, 同型 A/AeA ' a/aeaを通して, X = Y .

(ii) top(X)e = top(X), i ∈ I0 が存在して, soc(X) = Si, Ω−1(X)e = Si ならば, Y = Si.

ここで, e :=
∑

i∈I0

ei.

また, 次の定理も有効である.

定理 3.7 (Külshammer, Puig)[19, A. Theorem], [29, Proposition 14.6], [2] Aを不足群 P を持つ kGのブ

ロックとする. また, Aの根 aの惰性群を E := NG(P, e)/PCG(P )とする. このとき, P / Gならば, n ∈ N
と因子団 α ∈ H2(E, k×)が存在して, B ' Matn

(
kα[P o E]

)
(as k-algebras).

以下の記号については上のようにとることにする. また, 定理 1.15 のように I0 をとるときは, { }
と書き, 定理 3.5のようにとるときは, { }′ と書くことにする.



3.1 G := 2.PSL(3, 4)

この節では, G := 2.PSL(3, 4)についてブルエ予想の成立を確かめる. 節 2.1より, Gの非主ブロックに属

する単純加群の, H との間の Green対応は次の通り.

simples inB : 61, 101, 10∗1, 221, 222

Green corresp. in b :

 22

1x1∗x
22

 , 1x, 1∗x,

 1∗y
22

1y

 ,

 1y

22

1∗y


さらに, CG(P ) = P × C2 (ちょうど 2つのブロックを持つ)より, bの根 β の惰性群は NG(P, e) = NG(P )

である. したがって, E := NG(P, e)/CG(P ) ' Q8. また, H2(Q8, k×) = 0. よって, 定理 3.7より,

b ' k[(C3 × C3) o Q8] (as k-algebras)

ここで, G′ := M22とすると, G′の Sylow 3-部分群P はC3×C3と同型で, H ′ := NG′(P ) ' (C3×C3)oQ8.

さらに, G′ と H ′ の間の Green対応は次のようになることがわかっている.

simples in B0(G′) : kG′ , 55, 49, 49∗, 231

Green corresp. in B0(H ′) : 0, 1,

 2
4
3

 ,

 3
4
2

 ,

 4
0 1
4


ここで, B0(H ′)の単純加群の次元は番号と関係なく, 0 := kH′ , 1, 2, 3は 1次元, 4は 2次元である.

さらに, G′ においてはブルエ予想が成り立つことが確かめられている.

よって, 上の同型の対応で,

In b :

 22

1x1∗x
22

 , 1x, 1∗x,

 1∗y
22

1y

 ,

 1y

22

1∗y



In B0(H ′) :

 4
0 1
4

 , 0, 1,

 2
4
3

 ,

 3
4
2


より, Gに対して, ブルエ予想が成り立つことが確かめられた. ¥



3.2 G := 2.A6

この節では, G := 2.A6 についてブルエ予想の成立を確かめる. 節 2.1より, Gの非主ブロックに属する単

純加群の, H との間の Green対応は次の通り.

simples in B : 21, 22, 61, 62

Green corresp. in b :
(

1x

1∗x

)
,

(
1y

1∗y

)
,


1∗x

1x1∗y
1y1∗x
1x

 ,


1∗y

1y1∗x
1x1∗y
1y


さらに, CG(P ) = P × C2 より, b の根 β の惰性群は NG(P, e) = NG(P ) である. したがって, E :=

NG(P, e)/CG(P ) = C4. また, H2(C4, k×) = 0. よって, 定理 3.7より,

b ' k[(C3 × C3) o C4] (as k-algebras)

そこで, A := k[(C3 × C3) o C4]とすると, この同型で上の直既約 b-加群との対応は次の通り.

In b :
(

1x

1∗x

)
,

(
1y

1∗y

)
,

 1∗x
1x1∗y
1y1∗x
1x

 ,

 1∗y
1y1∗x
1x1∗y
1y



In A :
(

1
2

)
,

(
3
0

)
,

 2
1 0
3 2
1

 ,

 0
3 2
1 0
3



ここで, 単純 A-加群の番号は次元とは関係ない. N1 :=


2

1 0
3 2
1

 , N2 :=


0

3 2
1 0
3

 とおく.

また, この同型で対応する直既約射影 A-加群は,
1

2 3
0 1 0
2 3
1




2
1 0

3 2 3
1 0
2




3
0 1

2 3 2
0 1
3




0
3 2

1 0 1
3 2
0


さらに, Aの quiverとその relationは次のようになることがわかっている.

 x3 = y3 = 0

yx = xy

0
y4 //

x1

²²

3x4
oo

y3

²²

2

y1

OO

x2 //
4y2

oo

x3

OO



一回目:I0 = {1}として傾斜複体をとると, 互いの単純加群の対応は次の通り.

In A : 0, 1, 2, 3,

(
1

2 3
1

)

In B1 : 0, N ′, 2, 3, 1

ここで,N :=

 1
2 3
1

とおく. さらに,導来同値は stable同値だから,

dimExt1B1
(0, 0) = dimExt1A(0, 0) = 0

dimExt1B1
(0, 1) = dimExt1A(0, N) = dimHomA(0, Ω−1(N)) = 2

dimExt1B1
(0, 2) = dimExt1A(0, 2) = 1

dimExt1B1
(0, 3) = dimExt1A(0, 3) = 1

dimExt1B1
(1, 0) = dimExt1A(N, 0) = dimHomA(Ω(N), 0) = 2

dimExt1B1
(1, 1) = dimExt1A(N, N) = 0

dimExt1B1
(1, 2) = dimExt1A(N, 2) = dimHomA(Ω(N), 2) = 0

dimExt1B1
(1, 3) = dimExt1A(N, 3) = dimHomA(Ω(N), 3) = 0

dimExt1B1
(2, 0) = dimExt1A(2, 0) = 1

dim Ext1B1
(2, 1) = dimExt1A(2, N) = dimHomA(2, Ω−1(N)) = 0

dim Ext1B1
(2, 2) = dimExt1A(2, 2) = 0

dim Ext1B1
(2, 3) = dimExt1A(2, 3) = 0

dim Ext1B1
(3, 0) = dimExt1A(3, 0) = 1

dim Ext1B1
(3, 1) = dimExt1A(3, N) = dimHomA(3, Ω−1(N)) = 0

dim Ext1B1
(3, 2) = dimExt1A(3, 2) = 0

dim Ext1B1
(3, 3) = dimExt1A(3, 3) = 0

したがって, B1 の quiver は次の通り.

0
d2 //

d1

²²

b2
MMMMMM

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMM
b1

MMMMMMMMM

&&MMMMMMMMMMMMMMM

3c2
o o

2

c1

OO

4

a2MMMMMMMMM

ffMMMMMMMMMMMMMMM

a1MMMMMM

ffMMMMMMMMMMMMMMMMMM



ここで, 定理 1.15より次のように各複体を作る.

P ∗
0 : 0 //

P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)// P0
// 0

P ∗
1 : 0 // P1

// 0 // 0

P ∗
2 : 0 // P1

x2 // P2
// 0

P ∗
3 : 0 // P1

y3 // P3
// 0

また, quiverの矢印に対応する写像は次のように定める.

1©

P ∗
0 :

a1

²²

P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)//

(e1, 0)

²²

P0

0

²²
P ∗

1 : P1 0
// 0

2©

P ∗
0 :

a2

²²

P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)//

(0, e1)

²²

P0

0

²²
P ∗

1 : P1 0
// 0

3©
P ∗

1 :

b1

²²

P1
0 //

0

B

@

x3y3

0

1

C

A ²²

0

0

²²
P ∗

0 :
P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)
// P0

4©
P ∗

1 :

b2

²²

P1
0 //

0

B

@

0

x3y3

1

C

A ²²

0

0

²²
P ∗

0 :
P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)
// P0

5©

P ∗
0 :

c1

²²

P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)//

(y2x2, 0)

²²

P0

y1

²²
P ∗

2 : P1 x2
// P2

6©
P ∗

2 :

d1

²²

P1
x2 //

0

B

@

e1

0

1

C

A ²²

P2

x1

²²
P ∗

0 :
P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)
// P0

7©

P ∗
0 :

c2

²²

P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)//

(0, x3y3)

²²

P0

x4

²²
P ∗

3 : P1 y3
// P3

8©
P ∗

3 :

d2

²²

P1
y3 //

0

B

@

0

e1

1

C

A ²²

P3

y4

²²
P ∗

0 :
P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)
// P0



よって, B1 の quiverの relationは次のようになる.

(長さ 2) aibj = aidj = 0, cibj = cidi = 0 ({i, j} = {1, 2}), a1b1 = a2b2, d1c1 − d2c2 = b1a1 − b2a2

(長さ 3) b2a1d1 = 0, b1a2d2 = 0, c1b1a2 = 0, c2b2a1 = 0

証明) (長さ 2)明らかに, a1b2 = a1d2 = a2b1 = a2d1 = c1b2 = c2b1 = 0. また,

P ∗
2 :

c1d1

²²

P1
x2 //

y2x2

²²

P2

y2

~~~
~

~
~

y1x1

²²
P ∗

2 : P1 x2
// P2

P ∗
3 :

c2d2

²²

P1
y3 //

x3y3

²²

P3

x3

~~~
~

~
~

x4y4

²²
P ∗

3 : P1 y3
// P3

それぞれで可換になるから, c1d1 = c2d2 = 0. さらに,明らかに, a1b1 = a2b2, d1c1−d2c2 = b1a1−b2a2

がわかる.

(長さ 3)次のように可換図式を得る.

b2a1d1について , b1a2d2について

P ∗
2 :

b2a1d1

²²

P1
x2 //

0

B

B

@

0

y2x2

1

C

C

A ²²

P2
„

0

y2

«

¡¡¡
¡

¡
¡

0

²²
P ∗

0

P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)
// P0

P ∗
3 :

b1a2d2

²²

P1
y3 //

0

B

B

@

x3y3

0

1

C

C

A ²²

P3
„

x3
0

«

¡¡¡
¡

¡
¡

0

²²
P ∗

0

P1
⊕
P1

(x1x2, y4y3)
// P0

c1b1a2について , c2b2a1について

P ∗
0 :

c1b1a2

²²

P1
⊕
P1

(0, (y2x2)
2)

²²

(x1x2, y4y3)// P0

x3x4

ÄÄÄ
Ä

Ä
Ä

Ä

0

²²
P ∗

2 : P1 x2
// P2

P ∗
0 :

c2b2a1

²²

P1
⊕
P1

((y2x2)
2, 0)

²²

(x1x2, y4y3)// P0

y2y1

ÄÄÄ
Ä

Ä
Ä

Ä

0

²²
P ∗

3 : P1 y3
// P3

¥

次に, 定理 1.18より, B1 の Cartan行列が次のようにわかる.

0 1 2 3

P ∗
0 7 4 2 2

P ∗
1 4 3 1 1

P ∗
2 2 1 2 1

P ∗
3 2 1 1 2



したがって,P ∗
1 , P ∗

2 , P ∗
3 の Loewy列と Socle列について次のことがわかる.

1
0 0

2 1 3
0 0
1




2
0

1 3
0
2




3
0

1 2
0
3


証明) B1 の quiverとその relationより,

(1)
e1

a1
qqqqq

xxqqqqq a2
MMMMM

&&MMMMM

a1

d1
uuu

u

zzuuu
u b1

LLLLL

&&LLL
L

a2

b2
rrrrr

xxrrr
r d2

III
I

$$III
I

a1d1

c1
HHH

H

$$HHH
H

a1b1

a1
ssss

yyssss a2
KKKK

%%KKKK

a2d2

c2
vvv

v

zzvvv
v

a1b1a1

b1
KKKK

%%KKKK

a1b1a2

b2
ssss

yyssss

a1b1a1b1

三段目: a1b1 = a2b2.

四段目: a1(d1c1 − d2c2) = a1(b1a1 − b2a2)より, a1d1c1 = a1b1a1.

a2(d1c1 − d2c2) = a2(b1a1 − b2a2)より, a2d2c2 = a2b2a2 = a1b1a2.

五段目: (a1b1a1)d1 = a1d1c1d1 = 0. (a1b1a2)d2 = 0.

(2)
e2

c1

²²
c1

b1
ttt

tt

yyttt
t d2

JJJ
JJ

%%JJJ
J

c1b1

a1
JJJ

J

$$JJJ
J

c1d2

c2
ttt

t

zzttt
t

c1b1a1

d1

²²
c1b1a1d1

四段目: d1c1 − d2c2 = b1a1 − b2a2 より, c1d2c2 = −c1b1a1.

五段目: (c1b1a1)b1 = c1d1c1b1 = 0.



(3)
e3

c2

²²
c2

b2
ttt

tt

yyttt
t d1

JJJ
JJ

%%JJJ
J

c2b2

a2
JJJ

J

$$JJJ
J

c2d1

c1
ttt

t

zzttt
t

c2b2a2

d2

²²
c2b2a2d2

四段目: d1c1 − d2c2 = b1a1 − b2a2 より, c2d1c1 = −c2b2a2.

五段目: (c2b2a2)b2 = c2b2a1b1 = 0.

¥

さらに, P ∗
0 の Loewy列は次の通り. 

0
2 1 1 3

0 0 0 0 0
3 1 2 1

0



証明) B1 の quiverとその relationより,

e0

d1
rrrrr

yyrrr
rr

b1
²²

b2
JJJ

JJ

%%JJJ
JJ d2

TTTTTTTTTT

**TTTTTTTTTT

d1

c1
ttt

tt

zzttt
t

b1

a1
sss

s

yysss
sss

a2

²²

b2

a1

²²
a2

HHH
HH

##HHH
H

d2

c2

²²rr ss
d1c1

d2

²²
b1

JJJ
J

$$JJJ
J

b1a1

b1

²²

d1

KKK

%%KKK
KKK

b1a2

b2
sss

yysss
sss

b2a1

b1
HHH

H

##HHH
H

b2a2

b2

²²

d2
dddddddddddddddd

rrdddddddddddddddddddddddd

d1c1d2

c2
UUUUUUUUU

**UUUUUUUU

b1a1b1

a1
KKKK

%%KKKK

b1a1d1

c1

²²

b2a1b1

a2
jjjjjjjj

uujjjjjjj

b1a1b1a1

四段目: d1c1 − d2c2 = b1a1 − b2a2 より, d1c1d2 = b2a2d2. d1c1b1 = b1a1b1 = b1a2b2. また, b2a1b1 =

b2a2b2

五段目: d1c1d2c2 = −d1c1b1a1 = −b1a1b1a1. b1a1d1c1 = b1a1b1a1. b2a1b1a2 = b2a2b2a2 = b2a2d2c2

= −d1c1d2c2 = d1c1b1a1 = b1a1b1a1. b1a1b1a2 = b1a2d2c2 = 0. b2a1b1a1 = b2a1d1c1 = 0.

¥



p.23の N ′ について次がわかる.

N ′ =

(
1

0 0
1

)
証明) i = 0, 2, 3に対して,

dimHomB1(N
′, i) = dimHomB1

(N ′, i) = dimHomA(1, i) = 0

dimHomB1(i, N ′) = dimHomB1
(i, N ′) = dimHomA(i, 1) = 0

さらに,

dim HomB1(N
′, 1) = dimHomA(1, N) = 1

dim HomB1(1, N ′) = dimHomA(N, 1) = 1

したがって, P ∗
1 より題意が成り立つ. ¥

そこで, 次の対応を考える.

In A :
( 1

2

)
,

( 3
0

)
,

 2
1 0
3 2
1

 ,

 0
3 2
1 0
3



In B1 : Y1,
( 3

0

)
, Y2, Y3

(i) Y1 =

 1
0 0
1 2


証明)

(
1
2

)
=

(
1

2

)
より, Y1 =

 1
0 0
1

2

.また,

dimHomB1(Y1, 1) = dimHomA

(( 1
2

)
, N

)
= 1

dimHomB1(Y1, i) = dimHomA

(( 1
2

)
, i

)
= 0 (i = 0, 2, 3)

dimHomB1(1, Y1) = dimHomA

(
N,

( 1
2

))
= 1

dimHomB1(2, Y1) = dimHomA

(
2,

( 1
2

))
= 1

dimHomB1(i, Y1) = dimHomA

(
i,

( 1
2

))
= 0 (i = 0, 3)

よって, P ∗
1 から題意が成り立つ. ¥

(ii) Y2 =

 2
0
1





証明) N1 =

 2
0

1
2 3
1

より,Y2 =
(

2
0

1
)

.また,

dimHomB1(Y2, 0) = dimHomA(N1, 0) = 0

dimHomB1(Y2, 2) = dimHomA(N1, 2) = 1

dimHomB1(0, Y2) = dimHomA(0, N1) = 0

dimHomB1(2, Y2) = dimHomA(2, N1) = 0

よって, P ∗
2 から題意が成り立つ. ¥

(iii) Y3 =


0

2 3 1
0 0 0
3 1


証明) N2 =

 0
3 2
0

1 3

より,Y3 =

 0
3 2
0

1
0 0
1

3

.また,

dimHomB1(Y3, 0) = dimHomA(N2, 0) = 1

dimHomB1(Y3, 1) = dimHomA(N2, N) = 0

dimHomB1(Y3, i) = dimHomA(N2, i) = 0 (i = 2, 3)

dimHomB1(3, Y3) = dimHomA(3, N2) = 1

dimHomB1(1, Y3) = dimHomA(N, N2) = 1

dimHomB1(i, Y3) = dimHomA(i, N2) = 0 (i = 0, 2)

よって, P ∗
0 から題意が成り立つ. ¥



2回目:I0 := {1, 2}として, 傾斜複体をとると, 互いの単純加群の対応は次の通り.

In B1 : 0, 1, 2, 3, Y1 =

(
1

0 0
1 2

)
, Y2 =

(
2
0
1

)

In B2 : 0, X1, X2, 3, 1, 2

また,

dimExt1B2
(0, 0) = dimExt1B1

(0, 0) = 0

dimExt1B2
(0, 1) = dimExt1B1

(0, Y1) = dimExt1A
(
0,

( 1
2

))
= dimHomA

(
0, Ω−1

( 1
2

))
= 1

dimExt1B2
(0, 2) = dimExt1B1

(0, Y2) = dimHomB1(0, Ω−1(Y2)) = 1

dimExt1B2
(0, 3) = dimExt1B1

(0, 3) = 1

dimExt1B2
(1, 0) = dimExt1B1

(Y1, 0) = dimHomB1(Ω(Y1), 0) = 1

dimExt1B2
(1, 1) = dimExt1B1

(Y1, Y1) = dimExt1A
(( 1

2

)
,
( 1

2

))
= 0

dimExt1B2
(1, 2) = dimExt1B1

(Y1, Y2) = dimExt1A
(( 1

2

)
, N1

)
= 0

dimExt1B2
(1, 3) = dimExt1B1

(Y1, 3) = dimHomB1(Ω(Y1), 3) = 1

dimExt1B2
(2, 0) = dimExt1B1

(Y2, 0) = dimHomB1(Ω(Y2), 0) = 0

dimExt1B2
(2, 1) = dimExt1B1

(Y2, Y1) = dimExt1A
(
N1,

( 1
2

))
= 0

dimExt1B2
(2, 2) = dimExt1B1

(Y2, Y2) = 0

dimExt1B2
(2, 3) = dimExt1B1

(Y2, 3) = dimHomB1(Ω(Y2), 3) = 1

dimExt1B2
(3, 0) = dimExt1B1

(3, 0) = 1

dimExt1B2
(3, 1) = dimExt1B1

(3, Y1) = dimExt1A
(
3,

( 1
2

))
= dimHomA

(
3, Ω−1

( 1
2

))
= 1

dimExt1B2
(3, 2) = dimExt1B1

(3, Y2) = dimHomB1(3, Ω−1(Y2)) = 0

dimExt1B2
(3, 3) = dimExt1B1

(3, 3) = 0



したがって, B2 の quiver は次の通り.

1

α1

¡¡¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

β3

ÁÁ=
==

==
==

==
==

==
==

=

0
α2 //

β1

@@¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

β4
ÁÁ=

==
==

==
==

==
==

==
= 3

α3

^^================

β2

oo

2

β5

@@¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

ここで, 定理 1.15より次のように各複体を作る.

P ∗
0 : 0 //

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)// P0
// 0

P ∗
1 : 0 // P1

// 0 // 0

P ∗
2 : 0 // P2

// 0 // 0

P ∗
3 : 0 //

P1
⊕
P2

(c2b2, c2d1)// P3
// 0

また, quiverの矢印に対応する写像は次のように定める.

1©

P ∗
0 :

α1

²²

P1
⊕
P1
⊕
P2

(e1, 0, 0)

²²

// P0

²²
P ∗

1 : P1
// 0

2©
P ∗

1 :

β1

²²

P1

0

B

B

@

a1b1

0

−c1b1

1

C

C

A

²²

// 0

²²
P ∗

0 :

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)
// P0



3©

P ∗
3 :

α2

²²

P1
⊕
P2

(c2b2, c2d1)//

0

B

B

@

0 −a1d1

a2b2 0

0 0

1

C

C

A ²²

P3

d2

²²
P ∗

0 :

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)
// P0

4©

P ∗
0 :

β2

²²

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)//

0

@

0 e1 0

0 0 e2

1

A

²²

P0

c2

²²
P ∗

3 :
P1
⊕
P2

(c2b2, c2d1)
// P3

5©
P ∗

1 :

α3

²²

P1
0

@

a1b1

0

1

A

²²

// 0

²²
P ∗

3 :
P1
⊕
P2

(c2b2, c2d1)
// P3

6©

P ∗
3 :

β3

²²

P1
⊕
P2

(e1, 0)

²²

(c2b2, c2d1)// P3

²²
P ∗

1 : P1
// 0

7©
P ∗

2 :

β4

²²

P2

0

B

B

@

0

a1d1

0

1

C

C

A

²²

// 0

²²
P ∗

0 :

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)
// P0

8©

P ∗
3 :

β5

²²

P1
⊕
P2

(0, e2)

²²

// P3

²²
P ∗

2 : P2
// 0

よって, B2 の quiverの relationは次のようになる.

(長さ 2) α1β4 = 0, α2β2 = β1α1, α3β3 = β2α2, β3α3 = α1β1, β5α3 = 0

(長さ 3) α1α2α3 = 0, α2α3α1 = 0, α3α1α2 = 0, β3β2β1 = 0, β5β2β4 = 0

(長さ 4) β3β2β4β5 = −α1α2, β4β5β2β1 = −α2α3, β1β3β2α2 = 0, β2β4β5β2 = −α3α1

証明) (長さ 2)明らかに, α1β4 = 0, α3β3 = β2α2, β3α3 = α1β1, β5α3 = 0を得る. また, β1α1 − α2β2 につ

いては次のように可換図式を得る.

P ∗
0 :

β1α1−α2β2

²²

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1) //

0

B

B

@

a1b1 0 a1d1

0 −a1b1 0

−c1b1 0 0

1

C

C

A

²²

P0

−d2c2

²²

0

B

B

@

a1

−a2

−c1

1

C

C

A

¡¡¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

P ∗
0 :

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)
// P0



(長さ 3)明らかに, α1α2α3 = 0, α3α1α2 = 0, β3β2β1 = 0, β5β2β4 = 0 を得る. また, α2α3α1 につい

ては次のように可換図式を得る.

P ∗
0 :

α2α3α1

²²

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1) //

0

B

B

@

0 0 0

(a1b1)
2 0 0

0 0 0

1

C

C

A

²²

P0

0

²²

0

B

B

@

0

a1b1a1

0

1

C

C

A

{{w
w

w
w

w
w

w
w

w
w

w

P ∗
0 :

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)
// P0

(長さ 4)明らかに, β3β2β4β5 = −α1α2, β4β5β2β1 = −α2α3を得る. また, 次のように可換図式を得る.

β1β3β2α2について β2β4β5β2 + α3α1について

P ∗
3 :

β1β3β2α2

²²

P1
⊕
P2

(c2b2, c2d1) //

0

B

B

@

(a1b1)
2 0

0 0

0 0

1

C

C

A

²²

P3

0

²²

0

B

B

@

a2d2

0

0

1

C

C

A

££¦
¦

¦
¦

¦
¦

¦
¦

¦
¦

P ∗
0 :

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1)
// P0

P ∗
0 :

β2β4β5β2+α3α1

²²

P1
⊕
P1
⊕
P2

(b1, b2, d1) //

„

a1b1 0 a1d1
0 0 0

«

²²

P0

0

²²

0

@

a1

0

1

A

}}zz
zz

zz
zz

zz
zz

zz
z

P ∗
3 :

P1
⊕
P2

(c2b2, c2d1)
// P3

¥

次に, 定理 1.18より, B2 の Cartan行列が次のようにわかる.

0 1 2 3

P ∗
0 5 3 2 4

P ∗
1 3 3 1 3

P ∗
2 2 1 2 2

P ∗
3 4 3 2 5

よって, このことから, B2 の直既約射影加群の Loewy列がわかる.



(1)
e0

β4
qqqqq

xxqqqqq β1

²²
α2

VVVVVVVVVVVV

++VVVVVVVVVVVV

β4

β5

²²

β1

β3

²²
α1

NNNNNN

&&NNN
NN

α2

β2
rrrrr

xxrrrr α3

²²
β4β5

β2

²²

β1β3

β2

²²

α3
NN

&&NNNNNNNN
β1α1

β1

²²
α2

LLL
LL

&&LLL
LL

α2α3

β3

²²
β4β5β2

β1eeee

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
β1β3β2

β4

²²

β1β3α3

α1

²²

β1α1α2

β2
¤¤

¤¤
¤¤

¤¤

¢¢¤¤
¤¤

¤¤
¤¤

β1β3β2β4

β5hhh

44hhhhhhhhhhhhhhhh

β1β3α3α1

五段目: β4β5β2α2 = β4β5α3β3 = 0. β1β3α3β3 = β1β3β2α2 = 0

六段目: β1β3β2β4β5 = −β1α1α2 ¥

(2)
e1

α1
qqq

qqq

xxqqqqq β3
MMMMM

&&MMMMM

α1

α2

²²
β1

LLLLL

&&LLLL

β3

α3
rrr

rrr

xxrrrr β2

²²
α1α2

β2

²²

α1β1

α1
rrr

rr

xxrrr
rr

β3

²²

β3β2

α2
rrr

xxrrrrrr β4

²²
α1α2β2

β1

LLLL

&&LLLL

α1β1β3

α3

²²

β3β2β4

β5VVV

jjVVVVVVVVVVVVVVVVV

α1α2β2β1



(3) e2

β5

²²
β5

β2

²²
β5β2

β1

²²
β5β2β1

β3

²²
β5β2β1β3

β2

²²
β5β2β1β3β2

β4

²²
β5β2β1β3β2β4

四段目: β5β2α2 = β5α3α3 = 0

五段目: β5β2β1α1 = β5β2α2β2 = β5α3β3β2 = 0

六段目: β5β2β1β3α3 = β5β2β1α1β1 = β5β2α2β2β1 = β5α3β3β2β1 = 0 ¥

(4)
e3

β2

²²
α3

OOOOOO

''OOOOOO

β2

β4
qqq

qqq

xxqqq
qq β1

²²
α2

OOOOOO

''OOOOO

α3

β3

²²
α1

LLL
LLL

&&LLLLL

β2β4

β5

²²

β2β1

β3

²²

α1
OO

''OOOOOOOO
β2α2

β2

²²
α3

LLL
LL

&&LLL
LL

α3α1

β1

²²
β2β4β5

β2eeeee

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee
β2β1β3

β2

²²

β2β1α1

α2

²²

β2α2α3

β3
°°
°°
°°
°°
°°
°

§§°°
°°
°°
°°
°°
°

β2β1β3β2

β4

²²
β2β1β3β2β4

β5
OOO

OO

''OOO
OO

β2β1α1α2

五段目: β2β1β3α3 = β2β1α1β1 = β2α2β2β1 = α3β3β2β1 = 0

β2β1α1β1 = β2α2β2β1 = α3β3β2β1 = 0

六段目: β2β1β3β2β4β5 = −β2β1α1α2 ¥

特に, P (2)は単列加群で他に単列加群がないことより, 3 = 0∗ であることがわかる.



このことから, p.30の X1, X2 について, 次が従う.

X1 =

 2
3 1
0 3
1

 , X2 =

 1
3
0
2


証明) (X1 について)

dimHomB2(X1, i) = dimHomB1
(1, i) = 0 (i = 0, 3)

dimHomB2(X1, 1) = dimHomB1
(1, Y1) = 1

dimHomB2(X1, 2) = dimHomB1
(1, Y2) = 1

dimHomB2(i, X1) = dimHomB1
(i, 1) = 0 (i = 0, 3)

dimHomB2(1, X1) = dimHomB1
(Y1, 1) = 1

dimHomB2(2, X1) = dimHomB1
(Y2, 1) = 0

よって, I(1) = P (1)∗ を見て題意が成り立つ.

(X2 について)

dimHomB2(X2, i) = dimHomB1
(2, i) = 0 (i = 0, 3)

dimHomB2(X2, 1) = dimHomB1
(2, Y1) = 1

dimHomB2(X2, 2) = dimHomB1
(2, Y2) = 0

dimHomB2(i, X2) = dimHomB1
(i, 2) = 0 (i = 0, 3)

dimHomB2(1, X2) = dimHomB1
(Y1, 2) = 0

dimHomB2(2, X2) = dimHomB1
(Y2, 2) = 1

よって, I(2) = P (2)∗ を見て題意が成り立つ. ¥

そこで, 次の対応を考える.

In B1 : Y1,
( 3

0

)
, Y2, Y3

In B2 : 1,
( 3

0

)
, 2, Y

(i) Y = P (0)/
(

1
0

)

証明) Y3 =
(

0
3

1 2 0 0 0 3 1
)
より, Y

 0
3

2
3

1

0 3
1

1
3
0
2

0 0 0 3

2
3

1

0 3
1

 =: Y ′ .

このとき, 組成因子の数は次の通り.

simlpe 0 1 2 3

7 5 3 7



さらに,

dimHomB2(Y, 0) = dimHomB1
(Y3, 0) = 1

dimHomB2(Y, 1) = dimHomB1
(Y3, Y1) = dimHomA

(
N2,

( 1
2

))
= dimHomB(62, 21) = 0

dimHomB2(Y, 2) = dimHomB1
(Y3, Y1) = dimHomA(N2, N1)

= dimHomB(62, 61) = 0

dimHomB2(Y, 3) = dimHomB1
(Y3, 3) = 0

よって, top(Y ) = 0で単純より, Y ′ は射影加群を直和因子に持つ. また,

dimHomB2(0, Y ) = dimHomB1
(0, Y3) = 0

dimHomB2(1, Y ) = 0

dimHomB2(2, Y ) = 0

dimHomB2(3, Y ) = dimHomB1
(3, Y3) = 1

よって, P (0)をみてこの条件を満たす加群は次の 4通り.(
0
2
3

)
,

(
0
1
3

)
,
( 0

3

)
, P (0)/

(
1
0

)

しかし, Y ′ の直和因子としてどの射影加群の場合を考えても,

 0
2
3

 ,

 0
1
3

 ,

(
0
3

)
はない. ゆえ

に,題意が成り立つ. ¥



3回目:I0 := {0, 3}として, 傾斜複体をとると, 次の対応が得られる.

In B2 : 1,
( 3

0

)
, 2, Y

In B3 : 1, X, 2, 0

さらにこのとき,
P ∗

3 : 0 // P3
// 0 // 0

より, 定理 1.18から dimHomB3(P
∗
3 , P ∗

3 ) = 5 · · · 1©が従う.

また, P (3)B2 より,
B2 3 X ′ := P (3)/

(
2 1
3

)
←→ 3 ∈ B3

このとき, X について次のことがわかる.

top(X) = 3 ⊕ 3 ⊕ 3 , soc(X) = 3

証明)

dimHomB3(X, 0) = dimHomB2

(( 3
0

)
, Y

)
= dimHomB1

(( 3
0

)
, Y3

)
= dimHomA

(( 3
0

)
, N2

)
= dimHomB(22, 62) = 0

dimHomB3(X, 1) = dimHomB2

(( 3
0

)
, 1

)
= 0

dimHomB3(X, 2) = dimHomB2

(( 3
0

)
, 2

)
= 0

dimHomB3(X, 3) = dimHomB2

(( 3
0

)
, X ′

)
ここで, soc(X ′) = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 より, HomB2

((
3
0

)
, X ′

)
= HomB2

((
3
0

)
, X ′

)
. さらに,

dimHomB2 (3, X ′/soc(X ′)) = 3で, dimExt1B2
(3, 0) = 1より, X ′ は 3 ×

(
3
0

)
と同型な部分加群

を持ち, 4 ×
(

3
0

)
と同型な部分加群を持たない. ゆえに, dimHomB2

((
3
0

)
, X ′

)
= 3. したがっ

て, dimHomB3(X, 3) = 3. よって, 主張の前半が成り立つ.

dimHomB3(0, X) = dimHomB2

(
Y,

( 3
0

))
= dimHomB1

(
Y3,

( 3
0

))
= dimHomA

(
N2,

( 3
0

))
= dimHomB(62, 22) = 0

dimHomB3(1, X) = dimHomB2

(
1,

( 3
0

))
= 0

dimHomB3(2, X) = dimHomB2

(
2,

( 3
0

))
= 0

dimHomB3(3, X) = dimHomB2

(
X ′,

( 3
0

))
= 1

よって, 後半の主張が成り立つ. ¥



さらに, このことと 1©より, Ω−1(X)e3 = 3である. よって, I0 := {3}′ としてとれば, 定理 3.6より, 次のこ

とが言える. (4回目)

In B3 : 1, X, 2, 0

In B4 : 1, 3, 2, 0

したがって, G := 2.A6 の非主ブロックに対して, ブルエ予想が成り立つことが確かめられた. ¥
¥
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