	〔問題〕

三角形の一つの頂点が外接円の周上を動くときの，内心，垂心，重心の軌跡を求めよ。
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(1) 内心の軌跡

△ABCの頂点Aが円周上を動くとき，∠Aの大きさは一定だから，∠ABC＋∠ACB＝一定。内心は角の２等分線の交点だから，
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（∠ABC＋∠ACB）＝一定

よって，∠BIC＝一定となり内心Iはある円周上の弧の一部分を描く。（右上図）

　次に内心Iの軌跡の円の中心と半径を求める。

∠Bと∠Cの外角，および∠Aの内角の２等分線を引くと交点は△ABCの傍心E注１）となり，

∠IBE＝∠ICE＝90°・・・①

よって，対内角の和が180°であるから四角形IBECは円に内接する。

また①より，線分IEは四角形IBECが内接する円の直径。
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直線AIと△ABCの外接円との交点をPとすると，∠BAP＝∠CAPであるから，点Pは弧BCの中点。よって，

PB＝PC　・・・②　　（右中図）

∠PIB＝∠BAI＋∠ABI

∠PBI＝∠PBC＋∠CBI＝∠PAC＋∠CBI

　　　＝∠BAI＋∠ABI

よって，∠PIB＝∠PBIより，PB＝PI・・・③

また，∠BEI＝∠BCI

∠IBE＝90°より，∠PBE＝∠BCI

よって，∠PEB＝∠PBEより，

PB＝PE　・・・④
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②～④より，点Pから4つの頂点B，E，C，Iまでの距離が等しいから，点Pは四角形BECIの外接円の中心であり，半径はPB，または
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IE。（前頁右下図）

　頂点Aが弧BCの劣弧を動くときも同様に，△ABCの傍心と内心が直径の両端で，∠Aの2等分線AIと△ABCの外接円との交点Pを中心とする円周上のうち，頂点A側の弧BC上を動く。（右上図）
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頂点Aが外接円上を動くとき内心Iと傍心Eを結ぶ直線は四角形BECIの外接円の中心Pを通るから，傍心の軌跡も点Pを中心として内心Iの軌跡と点対称な図形である。（右中図）

　以上より，三角形の一つの頂点が外接円上の周上を動くときの内心の軌跡は，下図のうち点B，Cを除く部分である。
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注１）傍心をとることは，秋山武太郎著「幾何学つれづれ草」第４講の（例４）の内心の軌跡を求める問題の解法による。同問題では，頂点が対辺の一定の側にあるときの内心と傍心の軌跡を問いている。
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（２）垂心の軌跡

BCの中点をMとする。外心をOとして，
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であるから，
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よって，垂心Hの軌跡は△ABCの外接円と半径が等しく，中心が2OMだけ平行移動した円を描く。

（３）重心の軌跡


[image: image5.wmf]GH

OG

=

2

より，
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よって，重心Gの軌跡は△ABCの外接円の半径の3分の1の半径で，中心が
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だけ平行移動した円を描く。（終）
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